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Introduccion

Normalmente, en un primer curso de ecuaciones diferenciales, uno aprende
una serie de técnicas que permiten resolver un grupo especial de ecuaciones
diferenciales como, por ejemplo, las separables, homogéneas o exactas. KEstas
técnicas fueron apareciendo paulatinamente hasta que Sophus Lie introdujo los
grupos que llevan su nombre y demostré que todas estas técnicas eran casos
particulares de un procedimiento general basado en encontrar grupos que trans-
fomaran soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales en otras soluciones
del sistema, es decir grupos de simetria para el sistema de ecuaciones diferen-
ciales.

En la visién clasica de Lie los grupos de simetria de un sistema de ecuaciones
diferenciales estdn formados por transformaciones en el espacio de variables inde-
pendientes y dependientes y actiian en las soluciones transformando sus graficas.
Estos grupos de simetria comunmente actian de manera no lineal en el espacio
base y con frecuencia solo estan definidos localmente, es decir, las transforma-
ciones solo tienen sentido para los elementos del grupo suficientemente cercanos
a la identidad. Estos grupos no son grupos en el sentido estricto de la palabra
ya que la multiplicacién de dos de sus elementos no siempre esta definida.

La gran ventaja de estudiar grupos con una estructura diferenciable es que
las condiciones de invariancia ante la accién del grupo, que generalmente son no
lineales y muy complicadas, se pueden reemplazar por la condiciéon de anular a
los campos vectoriales generados por la acciéon. De esta manera el problema se
linealiza y este se simplifica notablemente.

A pesar de todas sus ventajas, la teoria de las aplicaciones de los grupos de
Lie a las ecuaciones diferenciales desarrollada principalmente por Lie y Noether
fué siendo relegada a un segundo término conforme fue siendo cada vez mas
aceptada y utilizada la teoria de grupos de Lie globales, es decir grupos de
Lie en los cuales la multiplicacion si estd definida globalmente y que actdan
sobre variedades diferenciales abstractas y no solo en subconjuntos abiertos de
un espacio Euclideano. Uno de los principales defensores de esta teoria fué E.
Cartan, y poco a poco relegd la teoria de grupos locales a la obscuridad.

Al estudiar la accién de grupos globales en variedades abstractas podemos
observar que si restringimos nuestra atencién a un conjunto abierto U de una
variedad M que sea difeomorfo a un abierto de R™, entonces con frecuencia la
accién del grupo sobre este abierto solo estara definida localmente y estaremos
en un caso similar al de la accién de un grupo local que actiia sobre un abierto
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V' C R™. Por lo tanto podemos plantearnos el problema de ir en la otra direccién:
dada una accién de un grupo local GG en un abierto U C R™ ;Existird un grupo
global Gy una variedad M tal que al restringir la accién de G a un abierto de
M y expresarla en coordenadas locales obtengamos la accién de G en U?

Cuando estudiamos los grupo de simetria de ecuaciones diferenciales con
frecuencia encontramos que estos solo estan definidos localmente porque el flujo
integral de las soluciones se “sale” del espcio sobre el cual estamos trabajando.
Es por esto que buscar la manera de ampliar el dominio de definicién de la
ecuacion diferencial a una variedad M en la cual el grupo de simetria de la
ecuacién sea un grupo global es muy importante porque de esta manera le damos
un sentido mas claro a las soluciones que se “salen” del espacio de definicion.
En este caso “salirse” del espacio base significa simplemente salirse de una carta
coordenada y pasar a otra dentro de una misma variedad.

Para construir esta variedades mas grandes en la que las soluciones a la ecua-
cién diferencial no se “salgan” de la variedad necesitaremos obtener informacion
global a partir de los datos locales proporcionados por la ecuacién diferencial.
Esta informacién global se obtiene estudiando el grupo de simetria de la ecua-
cién y de esta manera el grupo “decodifica” la informacion global guardada en
la ecuacion diferencial.

En este trabajo nos ocuparemos de desarrollar la teoria de grupos locales,
para después, a partir de ellos obtener informacién global a partir de la infor-
macién codificada en las ecuaciones diferenciales.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos las herramientas necesarias para el estudio
de las ecuaciones diferenciales usando grupos de Lie. En especial nos concen-
traremos en los grupos de Lie locales y sus propiedades.

En las primeras secciones enunciaremos el importante teorema de Frobenius
y daremos su demostracion. Después de esto definiremos lo que es un grupo de
Lie local y estudiaremos sus propiedades bésicas.

En las siguientes secciones estudiaremos las acciones de grupos de Lie locales
en variedades suaves y describiremos los métodos mas comunes para encontrar
sus invariantes.

A lo largo de este trabajo usaremos la notaciéon usual para referirnos a las
variedades diferenciables y a los objetos algebraicos asociados a ellas, es decir,
si M, N son dos variedades diferenciables, C°°(M) denotard el algebra de fun-
ciones diferenciables de M a R. X(M) denotard el §gebra de Lie de los campos
vectoriales diferenciables definidos en M. Si F': M — N es una funcién di-
ferenciable, denotaremos por F* : C*°(N) — C*°(M) al morfismo de élgebras
que induce F' via f — f o F. Identificaremos también a cada v € X(M) con
una aplicacién C*°(M) — C*°(M) lineal que satisface la regla de Leibnitz, es
decir, con una derivacién. Finalmente, Q(M) denotard el espacio de formas
diferenciales definidas en la variedad M.

1.1. El Teorema de Frobenius

Dado un campo vectorial suave en una variedad M siempre podemos encon-
trar su flujo integral, es decir, curvas tales que su vector tangente en cada punto
coincide con el campo vectorial dado de antemano. Teniendo esto en cuenta
podemos preguntarnos si, en lugar de elegir en cada punto un solo vector tan-
gente, elegimos un subespacio del espacio tangente de manera suave ;Podremos
hallar subvariedades tales que su espacio tangente en cada punto coincida con
el subespacio del espacio tangente a M elegido de antemano? El teorema de
Frobenius nos indica cuando es posible encontrar estas variedades integrales.
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Antes de enunciar el teorema de Frobenius necesitaremos dar algunas defi-
niciones.

Definicién 1.1. Sean M y N dos variedades y sea F' : M — N una funcién
suave. Sean v € X(M) y u € X(N). Decimos que v y u estdn F-relacionados si

F*ov=uoF*

Proposicién 1.2. Sea F': M — N suave. Sean vy, vo € X(M) y uy, ug €
X(N). Sivy yuy estin F-relacionadas y vs yus estan F-relacionados, entonces
[vi, V2] y [u,us] estdn F-relacionados.

Dem. Solamente tenemos que observar que

[vi,va] o F* = (viovy —vgovy)o F*
=vioF*ous —voo F ouy
=Ffoujouy — F*ousouy

= F* o [uy, ug]
la dltima igualdad es justamente lo que queriamos probar. [J

Definicion 1.3. Sea M una variedad de dimensién m. Sea 1 < r < m un
entero. Una distribucién ®, r-dimensional, en la variedad M es una eleccion de
un subespacio r-dimensional D(x) C T, M para cada x € M. Decimos que D es
suave si para cada z en M existe una vecindad U de = y r campos vectoriales
vi,...,V,. de clase C* en U que generan a ® en cada punto de U. Un campo
vectorial v en M se dice que pertenece a la distribuciéon ®, v € © si v|, € D(x)
para cada € M. Una distribucién suave ®© se llama involutiva si [v,u] € ©
simpre que v, u € .

Definicién 1.4. Una subvariedad N C M se dice que es una variedad integral
de la distribucién ® de M si

T.N =9(z) Va € N.

Definicién 1.5. Una distribucién © en M se dice que es completamente inte-
grable si para cada x € M existe una subvariedad N C M con x € N tal que
N es una variedad integral de ©.

Proposicion 1.6. Sea ®© una distribucion completamente integrable en M.
Entonces © es involutiva.

Dem. Sean v, u € ®, y sea N una variedad integral de ©® que pasa por z.
Entonces v, u € X(N) y por lo tanto

[V, u](z) eT,N = ’D(x)

Por lo tanto © es involutiva. 0O
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Teorema 1.7 (Frobenius).Sea M una variedad diferenciable de dim m y sea
D una distribucion r-dimensional, involutiva en M. Entonces eriste una va-
riedad integral N de © que pasa a través de x. De hecho existe un sistema de

coordenadas (U, ) centrado en x, con funciones coordenadas x1,...,%, tales
que, para cada eleccion de m — r constantes ¢y41,. ..,y la rebanada
T =¢ i=r+1,...,m (1.1)

define una variedad integral de ©. Ademds si N es una variedad integral coneza
de ® tal gque N C U, entonces N estd contenida en una de estas rebanadas.

Dem. Probaremos la existencia usando induccién en r. Para el caso r = 1,
escojamos un campo vectorial v € 3, definido en una vecindad de z, tal que
v|, # 0. Entonces podemos elegir coordenadas (U, ) alrededor de = de tal
manera que

0
vy = pr

Por lo tanto el resultado se cumple para r = 1.
Ahora supongamos que el teorema es cierto hasta r — 1. Queremos probar

que el resultado se cumple para r. Como D es suave, existen campos vectoriales

Vi,...,V, que generan a ® en una vecindad V de z. Podemos elegir un sistema
de coordenadas locales (V,y1,...,ym) centrado en z, con V C V tal que
0
v = —. 1.2
=g (12)
En V definamos
u; = Vg
_ (1.3)
ui:vi—vi(yl)vl ZZI,...Z.
Los campos vectoriales uy, ..., u, son linealmente independientes en V', y por
tanto generan a ® en V. Sea S la rebanada y; = 0, y sean
Wi:ui|s i:27...,l. (14)
De (1.2) y (1.3)
w;(y1) = vi(y1) = vi(y1)vi(y1) =0 (1.5)

por lo tanto los w;’s son campos vectoriales en S. Como los w;’s son linealmente
independientes generan una distribuciéon de dimensién r — 1 en S. Ahora si
1, 7 > 2 tenemos que

.
[u;,u;] = Zcfjuk
k=1
con cfj funciones suaves, pero
T
(i, wy)(y1) = wi 0w (1) — w0 wi(yn) = Y cfyup(yn)
k=1

:uio()—ujOOzcilj
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por lo tanto c}j =0,si4,j>2. Asi

T
k
[u;,u;] = g ciyu (1.6)
k=2
y por lo tanto
.
k
(W, w;] = g CiiWh- (1.7)
k=2
Esta ecuacion nos dice que la distribucién generada por wo, ..., w, en S es invo-
lutiva. Por hipétesis de induccién existe un sistema de coordenadas zs, ..., 2m

en alguna vecindad de x en S tal que las rebanadas z; = ¢;, donde las ¢;’s son
constantes son precisamente las variedades integrales de la distribucion generada
por wo,...,w, en esta vecindad.
Las funciones
=Y

Tj=2zjom j=2,...,m

(1.8)

donde 7 : V' — S es la proyeccién natural en el sistema de coordenadas de y,
estan definidas en alguna vecindad de x en M, son independientes en = y todas
son cero en z. Por lo tanto existe un sistema de coordenadas centrado en x con

funciones coordenadas x1,...,Z,, en una vecindad U de z. Ahora probaremos
que
1=1,...,r
w;(z,41) =0 (1.9)
r=1,....,m—r

una vez probada esta afirmacién podremos concluir que los campos vectoriales
8%1, ceey O%T forman una base de ® en cada punto de U, y por lo tanto las
rebanadas (1.1) son variedades integrales de .

Para probar (1.9), observemos primero que de (1.8)

8.Z‘j 1 ]:1
8yi_{0 i=2....m (1.10)

en U. Por lo tanto, de (1.2), (1.3) y (1.10), se sigue que,

0

en U. Por lo tanto (1.9) se cumple para ¢ = 1. Ahora supongamos que ¢ €
{2,...,r}yled{l,...,m—r}. De (1.11)

) = i ()

axl i\ Lr+l — ul i\ Lr+l

= [uh ui](xr-l—l) + ui(ul ($T+l)) (]‘12)

= [ur, w](zr41)
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Ahora, como ® es involutiva, existen funciones suaves c]fi tales que
T
k
[ulaui] = Zcuuk~ (1.13)
k=1

De (1.13) y (1.12) se tiene que

O (i) = Y by 2 (119
— (Wi (Lrag = C1,; U\ Lryg .
dry - T P 1 mr Il=1...,m—r.

Fijemos una rebanada en U de la forma zo = co,...,x,. = ¢, con ca,...,Cp

constantes. En esta rebanada u;(x,;) es una funcién de x; solamente, y (1.14)
se convierte en un sistema de r — 1 ecuaciones diferenciales lineales homogéneas
con respecto a xj.

cfy i u(Tr41) a%luz(xrﬂ)
= : . (1.15)
TR (7, 11) %UZ(MH)
Ahora, por hipétesis de induccién,
1=2,...,7
Wi (2741)(0, k2, - .o hm) = Wizrg1)(k2, ... k) =0 =1 m-—r
(1.16)

Por lo tanto de (1.15), (1.16) y el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones
diferenciales con condicién inicial, u;(x,4;) debe ser idénticamente cero en U.
Asf (1.9) se cumple y el paso de induccién estd completo.

Finalmente supongamos que N C M es una variedad integral conexa de © tal
que N C U y sea 7 la proyeccién de R™ sobre las ultimas m — r coordenadas.
Entonces los vectores en ® son aniquilados por d(m o ¢) (recordemos que ¢
proporciona las coordenadas locales de U), es decir

d(mo@)lpy =0

de donde 7o ¢ es constante, ya que IN es conexo. Por lo tanto IV esta contenido
en una de las rebanadas (1.1). O

1.2. Grupos Locales de Transformaciones

Como veremos mas adelante los grupos locales de transformaciones surgen
de manera natural al estudiar los grupos de simetria de las ecuaciones diferen-
ciales. Justamente este tipo de grupos son los que consideré Sophus Lie cuando
desarroll6 su teoria de grupos diferenciales.

Definicién 1.8. Un grupo de Lie local de r-pardmetros consiste de subcon-
juntos abiertos conexos Vy C V C R” que contienen al origen, y de funciones
suaves

m:V xV —-R",
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i: Vo — V,
con las siguientes propiedades.

1. Asociatividad. Si x, y, z € V, y m(x,y), m(y,z) € V, entonces
m(z,m(y, z)) = m(m(z,y),z).

2. Elemento Identidad. Para toda x € V, m(0,z) = z = m(x,0).
3. Inversos. Para todo x en vg, m(z,i(z)) = 0 = m(i(z), z).

Normalmente denotaremos a m(x,y) por z-y y a i(x) por z~! y omitiremos
hacer referencia a Vj y V si estos se identifican facilmente a partir del contexto.

Definicién 1.9. Sea M una variedad diferenciable. Un grupo local de trans-
formaciones que actia en M estd dado por un grupo de Lie local G, y un
subconjunto abierto U de G x M, con

{e} x M CcUCGxM,

que es el dominio de definicién de la accién del grupo, y una funcién suave
¥ : U — M con las siguientes propiedades:

1. Si (h,a) € U, (g,9(h,2)) €Uy (g- h,z) € U, entonces
U(g,¥(h,x)) = (g - h,x).
2. Para todo z € M,
Wle,z) = .
3. Si (g,z) € U, entonces (g~ ¢(g,2)) € U y

(g (g, x) = .

Por brevedad escribiremos g - = en lugar de ¥(g,z). Observemos que para
cada z € M el conjunto

Gy = {g € G|(g,x) € U}

forma un grupo de Lie local. Observemos también que para cada g € G el
conjunto

My :={x e M|(g,xz) €U}

es una subvariedad abierta de M. Diremos que un grupo local de transforma-
ciones actiia regularmente en una variedad si todas sus orbitas son de rango
maximo y diremos que actia semiregularmente si todas sus orbitas tienen la
misma dimensién.
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Ejemplo 1.10. Sean G =R, M =R,
U={(t,x) e G x M | tx # 1},

y definamos ¢ : U — R mediante ¢(t,x) = /(1 —tx). Notemos que v esta bién
definida en U y ademas

¥(0,2) ==
x
B x _ 1 —tozx _ o
w(tlvw(tZ,w)) _w(tl’ 1 —tQJ?) - 1 —tl( 237 ) - 1— (tl +t2)x
].—tgx

de donde
Y(t1, Y(te, @) = Y(ts + t2,2)
y finalmente
(=t (L, 2)) = .
Por lo tanto 1 cumple todas las condiciones de un grupo local de transforma-
ciones.

Quisiéramos destacar que i es el flujo integral de la ecuacion diferencial
2’ = z2. En general dado un campo vectorial

0 0
_ ¢l . n
v=¢ oy tooetg ox,,
podemos definir la ecuacién diferencial
a’ = ¢(x)

donde £(z) = (€Y(x),...,£"(x)). El flujo integral ¢ de esta ecuacién diferencial
define una accién de un grupo de Lie (local) uniparamétrico. De ahora en
adelante dado un campo vectorial v, definiremos

(expev) -z = v (@),

Esta notacién no debe causar confusion con el otro mapeo exponencial

v

exptv = 1O (M) — C*(M)

n=0

ya que en cualquier caso debe resultar claro del contexto a cual funcién ex-
ponencial nos referiremos en cada caso. Observemos que con esta notacion, si
e (x) = expev - x, entonces X = expev.

Como veremos en la siguiente seccion, si vi,...,Vv, generan un algebra de
Lie de campos vectoriales, entonces existe U C R” x M tal que

U — M
((e1,...,6p), ) — (expepvy) - ... - (expervy) - @

define un grupo local de transformaciones.
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1.3. Algebras de Lie de Campos Vectoriales

Sea M una variedad suave y sean vi,..., Vv, campos vectoriales definidos en
M que forman un &dlgebra de Lie. Demostraremos que existe un grupo de Lie
local que actia en M tal que lo campos vectoriales asociados a su accién son
justamente vq,...,v,. Definamos

V:UCR xM— M
((tlw"vt?‘)vx) = (F;ooril)(x)

donde T es el flujo integral de v; y
U={(t,x) eR" x M | (T} o...o@} )(x) est definido}.

Como los flujos integrales son continuos, U es abierto. Observemos que, como
I es el flujo integral de v;,
d . _
Sea V = m1(U) donde m; es la proyeccién en la primera coordenada de R” x M.
Queremos darle a V' una estructura de grupo de Lie local de manera que v
defina un grupo de transformaciones en M y tal que vy,..., Vv, sean los campos
vectoriales asociados a esta accion.
Definamos

VTV x M — TM
x) — 4
’ dt

% t;=0

1% 1% 7k
(Pgro...oly 4 0. 0'Y)

.

0
(5e;

(8150-,87)
Observemos que

d . .
o (Tlo...ol ool =Tl"o...olovio...0T0" (1.17)
t1t;=0

Antes de continuar con nuestra construccién necesitaremos el siguiente lema.

Lema 1.11 Sea M wuna variedad diferenciable y sea g = Spang{vi,...,v,}
un dlgebra de Lie de campos vectoriales con constantes de estructura ij Si
definimos

T;:g—9
V; H— ZCiijk,
k=1

para j =1,...,r. Entonces

v;oexp (ev;) = exp (ev;) o (17 v;) (1.18)



1.3. ALGEBRAS DE LIE DE CAMPOS VECTORIALES 9

Observemos que el lema es equivalente a decir que
Ad (expev;)(v;) = exp (ad (ev;))(v;)
Dem. Primero probaremos la siguiente férmula

1
l n _
viovézz:(n)vjo(T; "v;)

n=0

Para probar esta formula procederemos por induccién. Para [ = 1 tenemos que

T
ViOVj:VjOVi""E C’ikjvk
k=0

_Z< )v oT1 "y,

Por lo tanto la férmula es valida cuando [ = 1. Ahora supongamos que la
férmula es vélida hasta algtin entero [, entonces se tiene que

!
viov?rl :viovgovjzz ( 711 )x?o(T;"vi)ovj. (1.19)
n=0
Sean CF* constantes tales que T;_" =Y k—o Clvi. Entonces de (1.19)
Vi ovlJrl zl: ( : > <i0k”)[v 0V 0 V]
7 n=0 n k=0 ’ ’

1
l ’I'L n n
Z(n) 1o <ZC§ vk)+v oT<ZC’“ vk>
_Z< > n+1oTl nV1+V oTlJrl nvl]
I+1
l+1 n l+1—n
:Z( n )VjOTj \A

lo cual completa el paso de induccién y por lo tanto la férmula (1.18) es vélida
para toda [. Ahora ya con esta férmula en mano podemo calcular

L (tv,)™ =t
v;oexp (tv;) =v; 0 (Zé) = ZEViOV?

n=0

— i tn'[zn: ( 7 > vho T ly,]
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thvl A
LA IO (R B
I (n—1)!

tlvé tkavi
)

) k!

T

o

0

3
I

Tfllﬂg
M L0

LolE=
Il
=]

—_

=exp (tv;)oe'liv;
es decir

vioexp (ev;) = exp (ev;) o e Tiv;

que es lo que queriamos probar. [J
Al usar este lema en (1.17) obtenemos

d .
el 1x 7% rx\ _ pilx r® s, T sit1 141 .
s (Pgro..oly 00T )=TTo...ol'o(e* "o...0e* )Vi.
1 1t; =0

(1.20)

Sea A(s1,...,s,) una transformacién lineal tal que
A(syy ... 80) v =e¥Tr o oefitiTitiy,
Como A(0,...,0) =id y el conjunto de las transformaciones lineales invertibles
es abierto en el conjuntos de las transformaciones lineales, existe V' C V vecin-
dad del origen tal que si (s1,...,s,) € V entonces A(sy,...,S,) es invertible.
Sean a;;(s1,...,s,) funciones suaves tales que
T
A(s1,. 00580V = E ij (81, -y 8r)Vi
i=1
y sean @;;(s1,...,s,) tales que
T
-1 ~
(A(s1,...,87)) v, = E aij (81,5 )Vi.
i=1

Definamos

~—

R(s1,...,8:) : X(V) — X(V
0 )
o, " 2
y sean u; = R(é%) € X(V). Entonces de la ecuacién (1.20), y por como se
definieron las u;’s, tenemos que
J(u”(sl,...,s,,.) ) =T o ol vy, = Vi\(rgro...or;l)(x)

De esta tltima ecuacién concluimos que los u;’s son linealmente independientes
para todo (s1,...,8,) € V.
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Sean ¢!, ..., ¢" los flujos integrales de los u;’s. Si definimos o} (x) = 1(¢; (0), z),
entonces

d
1x 1% 1 _
S0 = oy, ap(z) = .

Por lo tanto a} y I'}(x) satisfacen la misma ecuacién diferencial con condicién
inicial, por lo tanto o} (z) = I'} (). Procediendo inductivamente podemos defi-
nir

af L (x) =1v(¢) o...0¢] (0),x).

.....

Si suponemos que para toda j < k, O‘{l,...,tj (x) = (F{j o...oT} )(x) entonces

d k k k k
%atl*r”’tk—l,t = atl*a-»wtk—l’t O Vk, atl’m,tk—hO(x) = (Ftk—l 0...0 ]‘—\%1)(‘%‘)

Por lo tanto o,y T'fo...ol'} (z) satisfacen la misma ecuacion diferencial
con condicién inicial y por tanto son iguales. De todo esto podemos concluir
que

V(@) o...0¢; (0),z) =T} o...oly (x) (1.21)

para todo (t1,...,t,) € V. De la ecuacién (1.21) observamos que
(ngr ©...0 d)%l)(o) = (t1,.- ., tr).
Sea V C R™ una vecindad del cero donde la funcién
exp : V—V
v =(ay,...,a.) — T7(0),
con I'Y* = expt(aivy + -+ + a,v,.), esté definida. Entonces
dgexp : R* — R"
(a1,...,a.) — (a1,...,a,)

es un isomorfismo. Por lo tanto, por el teorema de la funcién inversa, existen
Vo, Vo C VNV tales que _
exp: Vo — Wy

es un difeomorfismo.
Definamos una multiplicacién en Vj de la siguiente manera

(¢Iro...o¢t11)(0)~( :To...oq&il)(O):( :To...od);ogbzro...ogb%l)(()).

De lo que acabamos de ver, si (¢] o...o¢; )(0) € Vj, entonces existe u €
Spang{uy,...,u,} tal que

(¢, ©...064,)(0) =T7(0).

como exp es un difeomorfismo local, existe (s1,...,s,) € Vp tales que

Fl—u(o) — (d); 0...0 ¢11)(0)
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y por lo tanto

(05, 0. 00,,)(0) - (97 0...0¢)(0) =0,

es decir todo elemento en V{ tiene un inverso.
Usando estas definiciones observamos que

(0 o Lg)(a) = ¢} (ga) = (ga)(¢1(0))
(g 0 ¢F)(a) = Ly(95 (a) = (9a)(¢F

donde

Eg:‘/b—>7

a — ga

es la traslacién por la izquierda. De esto concluimos que ¢ o £, = £, o ¢§ para
todo g € V) y para todo k =1,...,7 por lo tanto

d

el 0 o 1];'* — ¢* oug
dt t=0 g 7

d kx*

— ol =u, ol
dt|,_, ¢ 9 ke

es decir los ug’s son invariantes por la izquierda, ya que claramente los lados
izquierdos de estas ecuaciones son iguales. Finalmente notemos que

V(@) 0...004,(0),9(85, 0.0, (0),2))
=1(¢] o...0¢; (0),T; o...oT} (z))
:(l_‘gro...oFtl1 oFgTo...oFil(az))
=Y(¢] o...0¢} ogl o...0! (0),z)
= (¢, 0... 004, (0)- ¢} o...0¢;(0),z).

Por lo tanto, si g = ¢ o...o¢; (0) y h = ¢ o...0¢: (0), entonces esta
ecuacién nos dice que

¥(g,9(h,x)) = P(hg, z)
es decir 1 es una accion derecha. Para obtener una accién izquierda solamente
hace falta definir
V:Vox M — M
(g,2) = ¥(g~" ).

Con esta definicién 1 es una accién izquierda del grupo de Lie local V) en M tal
que los campos vectoriales asociados a esta accién son precisamente vy....,V,.
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1.4. Completacién de Algebras de Lie

Con frecuencia al estudiar los campos vectoriales definidos en variedades nos
encontramos con campos de la forma v = u + w en los cuales es facil hallar
el flujo integral de u y v mas sin embargo es dificil hallar el flujo integral de
v. Una alternativa para usar la informacién de los flujos integrales de v, w
es completar Spang{u,v} a un dlgebra de Lie g y usar los flujos integrales de
g para hallar el flujo integral de v. En general el procedimiento es como se
muestra a continuacién.

Sea M una variedad de dimensién m, y sean vi,...,v, € X(M) campos
vectoriales linealmente independientes en M. Supongamos que {vy,...,v,.} Ch
donde b es un algebra de Lie de campos vectoriales de dimensién finita. Entonces
podemos completar {vy,...,v,} a una base {vy,..., v, uy,...,w} de h. Sean

Yt =exp (evy)

DY = exp (ev)

'™ =exp(euy)

Ign* = exp (evy).

De la seccién anterior, sabemos que existe una vecindad del origen U ¢ R™*
tal que si

G={Ty o...oT{t o} o...o}! € Aut(M) | (t1,...,tr,51,...,81) € U}
entonces podemos definir una multiplicacién en G de la manera usual y
Yv:U— G
(t1, .y tpy81,...,81) = Iito. .olfl ol 0. . oY}

es un morfismo de grupo locales definiendo la multiplicacién en U mediante

/ / !/ / " 1! 1 1
w(te, ooty 81y ey S, ety ST, s)) = (8t s, s
con
u; Vi u; Vi __ u; Vi
Iy o..oly 01"52 0...OI‘t,1 _PSZ’ O"'Ort’l’
Sea h = Lie(U) =~ SpanR{%lo,..., 8%1 0}. Sean wiy,...,w,4; los campos
vectoriales invariantes por la izquierda asociados a 2| ,..., 2| , es decir
Oty o’ ? Os; o
W1, ..., W,y cumplen que
| 0
Wilg = —
0ty |,
0

Wit |0 = s,
0
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y son invariantes por la izquierda. Sea v = a1vyi+---+a,Vv, un campo vectorial
en M. Sea v = a;wy+---+a,w, un campo vectorial invariante por la izquierda
en U, y sea I'; su flujo integral. Entonces podemos hallar el flujo integral de v
usando el flujo integral de v y 1.

Ejemplo 1.12. Sea M C R3 un abierto y sean u; = 2t8% y ug = :rua%. En
este caso

0 0 0
{ui,us} C SpanR{Qt%,xu%, —2tu%} =g

y g es un algebra de Lie como podemos comprobar facilmente. Sea uz = —2tu%,
y sean H', H?, H® los flujos integrales de uj, uy, uz respectivamente. Entonces

H(x,t,u) = (x + 2¢t,t,u)
H2(z,t,u) = (z,t,ue” ")
H3(z,t,u) = (x,t,ue” %)
Observemos que
HE o HZ o H! (x,t,u) = (x + 2s1t, t,ue” 2 (5152 53) =) (1.22)
de donde

H? o...oH} (z,t,u) = (x+2(s1 + 1)t t, ue~ 2S5z satriratratras)—a(satra))

— g3 2 1

- H53+T3*82T1 © H52+T2 ° H51+T1 ({,C7 t’ u)

Sea U una vecindad del cero. Por lo que vimos anteriormente si definimos
pw:UxU—U

(ri,r2,73,81,82,83) +— (r1+ 81,72 + 82,73 + 83 — Sa71)

entonces con esta multiplicacién le podemos dar a U una estructura de grupo

de Lie local. Sea h = Span{a%1 — xga%B, 6%2, 6%3). Entonces § es el dlgebra de

Lie de U. Sea
vV =uj + us

entonces, si definimos,

- (8 8) 0 0 0 0
v = to =t — Ty

.
6.231 2 6373 61‘2 61‘1 8.132 2 8$3
encontramos que el flujo integral de v a través de el origen estd dado por
a(t) = (t,t,—t%/2).

Usando esto y la ecuacién (1.22) concluimos que el flujo integral de v estd dado
por
2
D (x,t,u) = (z + 2et,t,ue” =*~ ).
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1.5. Subconjuntos Invariantes

En las secciones anteriores estudiamos las propiedades basicas de los grupos
de Lie locales. En las secciones restantes nos concentraremos en estudiar las
acciones de estos grupos en variedades diferenciables y sus invariantes.

Definicién 1.13. Sea G un grupo local de transformaciones que actia en una
variedad M. Un subconjunto £ C M se llama G-invariante, y G se llama
un grupo de simetria de L, si para cualquier z € L, y g € G tales que g - x
estd definido, se tiene que g -z € L.

Ejemplo 1.14. Sea M = R? y sea G el grupo de rotaciones en R?, es decir si
go € G entonces

9o - (x,y) = (xcos — ysinf,xsinf + ycosb)

y sea L = {(z,y) € R? | 22 + y? = 1}. L es una subconjunto G-invariante ya
que si (x,y) € L, entonces gg - (x,y) = (xcosl —ysin b, x sin § 4+ y cos §) cumple
que

(xcos — ysinf)? + (zsinf + ycosh)? = 22 cos? § — 2y cos O sin O + y* sin? §
+ 22 sin? 0 4 22y cos O sin 0 + y? sin” 0
=22 —|—y2 =1.

En general L. = {(x,y) | 22 + y? = ¢*} es un conjunto G-invariante para toda
c.

Ejemplo 1.15. Sea otra vez M = R? y ahora sea G el grupo de traslaciones
con respecto al eje x, es decir si g. € G, entonces

ge(z,y) = (z +¢,y).

Entonces L. = {(z,y) | y = ¢} es un subconjunto G-invariante para toda c.

1.6. Funciones Invariantes

Definicién 1.16. Sean M, N dos variedades diferenciables y sea G un grupo
local de transformaciones que actiia en M. Una funcién F': M — N, se llama
una funcion G-invariante si para toda x € M y para toda g € G tales que g - x
esta definida,

F(g-z) = F(z).

Una funcién G-invariante ¢ : M — R a los reales se llama simplemente un
invariante de G. Obsérvese que F : M — R! es G-invariante si cada funcién
componente F” de F = (F!,..., F') es un invariante de G.
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Ejemplo 1.17. Sea G el grupo de rotaciones en el plano. La funcién {(x,y) =
22 + y? es un invariante de G, ya que

C(g-(z,y)) = C(xcosh —ysenh,xsend + ycosh) = 22 +y* = ((x,y).

Ejemplo 1.18. Sea G el grupo de transformaciones de escala en el plano, es
decir, si gy € G entonces

gx - (a:,y) = ()\x,/\y)

La funcién (z,y) = x/y es un invariante de G ya que

Clgn - (z,y)) = C(Az, Ay) = Az /hy = z/y = ((z,y).
Anslogamente, la funcién ((x,y) = zy/(z* +y?*) también es un invariante de G.

Proposicién 1.19. Si G actia en M, y F : M — R! es una funcion suave,
entonces F es una funcion G-invariante si y solo si cada conjunto de nivel
{r e M| F(x)=c}, c€R! es una subvariedad G-invariante de M.

Dem. Supongamos que F es G-invariante. Sea € F~!(c) para algin ¢ € R.
Entonces por hipétesis F((g-z) = F(x) = ¢ de donde g-x € F~(c) por lo tanto
F~!(c) es un subconjunto invariante bajo la accién de G.

Ahora supongamos que F'~!(c) es G-invariante Ve € R!. Seax € M, entonces
F(z) = c para algtin ¢ € R'. Luego x € F~1(c), de donde g-x € F~1(c) por ser
F~1(c) un subconjunto G-invariante. Por lo tanto, F(g-x) = F(x). O

1.7. Invariancia y Campos Vectoriales

Como ya hemos mencionado anteriormente el calculo de los invariantes de la
accién de un grupo de Lie local se puede reducir a anular los campos vectoriales
asociados a la accién, lo cual es equivalente a resolver un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales lineales. En esta seccién y en las siguientes veremos como
usar este resultado para calcular los invariantes de las acciones de los grupos
locales de transformaciones.

Proposicién 1.20. Sea G un grupo conexo de trasformaciones que actia sobre
una variedad M. Una funcion suave ¢ : M — R es una funcidén invariante para
G sty solo si

v(()=0 Vo e M, (1.23)

y para todo campo vectorial v asociado a la accion de G.

Dem. Sabemos que, si z € M.

Lilexp(ev) - 2) = v(Q)lexplev) 4]
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siempre que exp(ev) -z esté definido. Tomando & = 0 se demuestra la necesidad
de (1.23). De la misma manera, si (1.23) se cumple para todo z, entonces

dilg (exp(ev)-2) =0
dondequiera que esté definida. Por lo tanto ((exp(ev) - z) es constante en el
subgrupo uniparamétrico local conexo {exp(ev)le € (—=4,0)} de G, = {g € G |
g - © estd definido}. Pero cualquier elemento de G, puede ser escrito como un
producto finito de exponenciales de los campos vectoriales v; asociados a la
accién de G. Por lo tanto ((g-x) = ((z) Vg € G5. O

Siwvy,...,v, forman una base para g, el algebra de Lie de campos vectoriales
asociados a la accién de G, entonces la proposicién 1.20 nos dice que ((x) es un
invariante si y s6lo si v ({) =0 para k =1,...,r. En coordenadas locales

L0
V=Y & 9z,
=1

asi que (¢ debe ser solucién del sistema homogéneo lineal de ecuaciones diferen-
ciales parciales de primer orden

Vk(CFfocaj =0, k=1,..n (1.24)
i=1 v

Teorema 1.21. Sea G un grupo de Lie local y conexo que actia en una variedad
m-dimensional M. Sea F : M — R', | < m, que define un sistema de ecuaciones

F¥(x) =0, v=1,...,1

Si el cero es un wvalor reqular de F, entonces la subvariedad F~(0) es G-
mvariante si y solo si

v(F")(z) =0, v=1,...,1 siempre que F(x)=0, (1.25)
para todo campo vectorial v asociado a la accion de G.

Dem. Sea x € Lp = {z | F(z) = 0}. Si Lr es G-invariante, entonces
F(exp(ev) - ) = 0 para todo ¢ suficientemente pequeno, de donde

4 F"(exp(ev)z) = 0= v(F")(z) v=1,...,L

de e=0

Ahora supongamos que v(F”) = 0 para todo v y para todo v. Sea g € LF.
Usando la condicién del rango méximo, podemos elegir coordenadas locales
y = (y1,-..,ym) tales que y(0) = zo y F tiene la forma F(y) = (y1,-.-,u1) -
Sea 5

0
— 17 P m__-
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entonces por hipotesis
viy)=€&=0 i=1,..1 (1.26)

siempre que y; = ... =y, = 0. Ahora el flujo ¢(c) = exp(ev) - z¢ de v a través
de 29 = y(0) satisface el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

de’ _

o £(g(e)), #'(0)=0, i=1,...,m.

De (1.26) y la unicidad del problema con condicién inicial, concluimos que
¢i(e) =0parai=1,...,1. O

1.8. Invariancia Local

En la seccién anterior comprobamos que el problema de encontrar invariantes
se puede resolver usando los campos vectoriales definidos por la accién. Estos
campos vectoriales solo dependen de datos locales. Es por esto que conviene
estudiar los conjuntos y funciones que solo son localmente invariantes

Definicién 1.22. Sea G un grupo local de transformaciones que actia en una
variedad M. Un subconjunto £ C M se dice que es localmente G-invariante si
para toda x € L existe una vecindad G, C G, de la indentidad en G tal que
g-x € L para todo g € G,. Una funcién suave F' : U — N, donde U es un
abierto de M se llama localmente G-invariante si para toda x € U existe una
vecindad G, C G, de la identidad en G tal que F(g - z) = F(z) para toda
rxeU,geGtalqueg-zeU.

Ejemplo 1.23. Sea G el grupo de traslaciones con respecto al eje x en R2.
Entonces el segmento de recta

{(z,y) |ly=0,-1<z<1}
es localmente G-invariante pero no globalmente G-invariante.

Proposicién 1.24. Sea N C M wuna subvariedad de M. FEntonces N es lo-
calmente G-invariante si y sélo si para toda x € N, g|, C TN|,. En otras
palabras, N es localmente G-invariante si y solo si los campos vectoriales v
asociados a la accion de G son tangentes a N.

Dem. Sea D la distribuciéon de M inducida por los generadores infinitesimales
de G. Como D es involutiva, entonces por el teorema de Frobenius D es com-
pletamente integrable. Sea L la variedad integral de D que pasa por z € N.
Entonces N es localmente G-invariante si y sélo si L C N lo cual se d& si y s6lo
si gl, C TN|,. O
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Proposicién 1.25. Sea F : M — R! de rango mdzimo en la subvariedad
Lr ={x | F(x) = 0}. Entonces una funcién f : M — R se anula en Lr si y
sdlo si existen funciones Q1(x),...,Q;(x) tales que

f@) = Qu@)F(z) + - + Quz)F' (2), (1.27)
para todo x € M.
Dem. Consideremos un punto xg € Lg. Por ser la funcién F de rango maximo,
existe una carta coordenada centrada en xg tal que en esta carta coordenada la
funcién F' se ve asi:

F(zy,...,x0) = (X1,...,27).

Se escribimos la funcién f en términos de esta nueva carta coordenada ob-
servaremos que f(0,...,0,2;41,...,2,) = 0. Por lo tanto si desarrollamos el
polinomio de Taylor de f podremos encontrar funciones @)1, ..., Q; tales que

f(z) = 21Qu(2) + - + miQu(x) = F(2)Q1() + - F' (2)Qu(2).

O
La proposicion 1.25 nos dice que podemos remplazar el criterio infinitesimal
de invariancia por la condicién equivalente

l
V() () = Quu(x)F"(z), v=1,...,1, zeM,

p=1

para ciertas funciones Q,, : M = R, v,u=1,...,1L
Las funciones @, (x) de la proposicién 1.25 no son tnicas en general, por
ejemplo, consideremos las funciones

Fl(x,y,z) =z, F2(:C,y,z) =,

el conjunto solucién de este par de ecuaciones es £ = {F! = F? = 0}. La
funcién

fl@,y,2) =2z +y°
se anula en £, y se puede escribir como

fla,y,2) = 2F'(z,y,2) + yF*(z,y,2)

0 como
fla,y,2) = (z = y)F(2,y,2) + (@ +y) F*(2,y, 2).

En general, si

f@) =Y Qu@)F" (@) =) Qu(z)F"(x),

entonces las diferencias R (z) = Q. (z) — Q. (x) satisfacen el sistema

l
> RY(z)F¥(z)=0  Vze M.
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Proposicién 1.26. Sea F : M — R! de rango mdzimo en la subvariedad
Lr = {x | F(x) = 0}. Supongamos que R'(x),..., R (x) son funciones reales
que satisfacen que

l
> RY(z)F¥(z) =0 (1.28)
v=0

para todo x € M. Entonces R¥(x) = 0 para todo x € L. Equivalentemente,
existen funciones SE(x), con v,u=1,...,1, tales que

l
FY(z) =) Sk(z)F*(z) xeM. (1.29)

Ademds, los SE pueden ser escogidos de manera que sean antisimétricos en sus
indices:
14 — 14
Sh(x) = Shs
en cuyo caso (1.29) es necesaria y suficiente para que (1.28) se cumpla en todas

partes.

Dem. Usaremos la carta coordenada que usamos en la demostracién de la
proposicién 1.25. Con esta carta coordenada la ecuacién (1.28) nos dice que
dadoe >0

RV(O,..., £ ,...,O,$l+1,...,$n)6:0

v

de donde
R"(0,...,e,...,0,211,...,2,) = 0.

Como la funcién R es continua concluimos que
R”(0,...,0,x141,...,2,) =0 v=1,...,1

Sea R(z) = (R'(x),..., R!(x)). La ecuacién (1.28) nos dice que R(z)- F(z) = 0.

Sean wvy(z) = (z2,—21,0,...,0), vs(z) = (x3,0,—21,0,...,0), ..., v(z)
(21,0,...,0,—z1), n — 1 vectores perpendiculares a (z1,...,2;). Como R(x) es
perpendicular a F(x) = (z1,...,2;) concluimos que

l l
R(z) = Z ar(x)vg(x) = (Z ar(x)x), —az(x)x1, a3(x)xq, . . ., —alxl)
k=2 k=2

para ciertas funciones ay. Asi

l
R'(x) =) Sk(x)F*(z)
pn=0

con
ap(z) sip=kyv=1
Sk=¢ —ap(z) sip=1lyv=k (1.30)
0 en otro caso.
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De la ecuacién (1.30) observamos que para todos u,v =1,...,1
Sh(z) = =S} ().

Ahora supongamos que R', ..., R' son funciones tales que

l l
YR (x) =) Y SL@) P (@) P (a) = ) Sh(a) FH(a)FY (x)

v=1pu=1 pn=1lv=1

de donde

O

1.9. Invariantes y Dependencia Funcional

Sea G un grupo local de transformaciones que actia en una variedad M.
De la proposicién 1.20 si (1, ..., (x son k funciones G-invariantes, entonces para
todo v € Lie(G)

v(§) =0 i=1,...,k.

Sea F: M — R¥ una funcién cualquiera y sea ¢ = F((y,...,(x). Entonces si
v=> f’% es un campo vectorial asociado a la acciéon de G tenemos que

N
V(=) €5 F(Cu ()
— ,; OF 9¢;
z:: O0x; 037]1

oF
oz

i 96
Z{ 8;,

Por lo tanto si queremos encontrar a todas las funciones G-invariantes debemos
tener en cuenta a este tipo de funciones. Estas consideraciones motivan la
siguiente definicién.
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Definicién 1.27. Sean ((z),. .., (x(z) funciones suaves reales definidas en una
variedad M. Entonces

1. (3, ..., sellaman funcionalmente dependientes si para cada x € M existe
una vecindad U de x y una funcién suave real F', no idénticamente cero
en ningin subconjunto abierto de R¥, tal que

F(Gi(z), ..., C(x) =0 (1.31)
para todo x € U.

2. (1,-..,C, se llaman funcionalmente independientes si no son funcional-
mente dependientes cuando se restringen a cualquier subconjunto abierto
U C M; en otras palabras, si F'(z1,. .., 2x) es tal que (1.31) se cumple para

todo x en algin abierto U C M, entonces F(z1,...,2;) = 0 para todo z
en algin subconjunto abierto de R¥ (que esté contenido en la imagen de
U).

Ejemplo 1.28. Las funciones z/y y xy/(x? + y?) son funcionalmente depen-
dientes en {(z,y) | y # 0} porque

vy xfy
2 +y? 1+ (x/y)?

En cambio la funciones z/y y « + y son funcionalmente independientes, porque
si F(z+y,z/y) = 0 en algtin subconjunto abierto de R? entonces por el teorema
de la funcién inversa existe un subconjunto abierto de R? en donde F = 0.

Teorema 1.29. Sea G un grupo que actia semiregularmente en la variedad m-
dimensional M con orbitas r-dimensionales. Si xg € M, entonces existen exac-
tamente m — s invariantes locales funcionalmente independientes (q, ..., m_r
definidos en una vecindad de xo. Ademds, cualquier otro invariante local de la
accion del grupo definida cerca de xo es de la forma

C(x) = F(G(x),...,Cm-r(x)) (1.32)

para alguna funcion suave F. Si la accion de G es regqular, entonces los in-
variantes se pueden escoger de manera que sean invariantes globales en una
vecindad de x

Dem. Usando el Teorema de Frobenius podemos encontrar coordenadas rec-
tangulares y = @(x) cerca de xg para el sistema de campos vectoriales g
generado por la acciéon de G, de tal manera que las orbitas de G son las
rebanadas {y1 = c¢1,...,Ym—r = Cm—r}. Entonces las nuevas coordenadas
y1 = C1(x), ..., Ym—r = Cm—r() son invariantes locales de G, siendo constantes
en cada rebanada. Ademads cualquier otro invariante de G' debe ser constante en
esas rebanadas, y por lo tanto funcién de y, ..., Ym—, solamente. Finalmente,
si G actia regularmente, podemos escoger nuestras coordenadas rectangulares
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de tal manera que cada 6rbita se intersecta con a lo més una rebanada. En este
€aso Yg, - - -, Yym—r son invariantes globales. [

A los invariantes construidos en el teorema anterior se les llama un conjunto
completo de invariantes funcionalmente independientes.

Proposicion 1.30. Sea G un grupo local que actia semi-regularmente en M
y sean (1(x),. .., (m—r(x) un conjunto completo de invariantes funcionalmente
independientes definidos en un subconjunto abierto W C M. Si una subvariedad
Lr ={z| F(z) =0} es G-invariante, entonces para cada o € Lp existe una
vecindad W C W de o, y una funcion G-invariante “equivalente” ﬁ(x) =

F(¢i(2), .., Cms(a)) cuyo conjunto solucién coincide con el de F en W :
LpNW=LzNW ={zeW |F((),...,(nr(x)) =0}

Dem. Observese que podemos completar el conjunto de invariantes funcional-

mente independientes y1 = (1(x), ..., Ym—s = {m—s(x) para obtener coordena-
das y = (y1,...,ym) para G cerca de xg. De hecho, las coordenadas restan-
tes § = (Ym—r+1,---,Ym) Se pueden escoger de entre las coordenadas dadas
(z1,...,2™) de manera que § = & = (x;,,...,x;.). Por ejemplo, si
a(<1 (:IZ), tet Cm—r(x)) ?é 0
6(3?1, ce ,.Z'm,T)

en xg, entonces podemos tomar & = (z™ ="t ... 2™). Entonces el cambio de

coordenadas es de la forma y = ¢(x) = ({(z),%), en donde ((x) denota los
invariantes y & son las variables paramétricas. Escribimos F(z) = F*(y) en
términos de estas coordenadas de tal manera que F* = F o4 ~!. Definamos

F(¢(x)) = F*(((), do),

donde %o es el valor de las variables paramétricas & en xg. Como Lp es G-
invariante, y las dérbitas de G en estas coordenadas son las rebanadas {((x) =

¢} de estos invariantes, entonces tenemos que F*(((z),Z) = 0 si y sélo si
F*({(x),%0) = 0 dado que los dos puntos se encuentran en la misma rebanada.
O

1.10. Calculo de Invariantes

De la proposicién 1.20 y el teorema 1.29 encontrar los invariantes de una ac-
cién de un grupo local de transformaciones G en una variedad M es equivalente
a resolver un sistema de ecuaciones diferenciales parciales lineales. En esta sec-
cion estudiaremos como resolver estas ecuaciones y asi encontrar los invariantes
de la accién.

Sea G un grupo uniparamétrico que actia en una variedad M cuyo campo
vectorial asociado es 5

o (1.33)

0
_ el ¥ m
V—gaxl—l—...—Fg
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Queremos encontrar los invariantes de la accién del grupo generado por v; como
ya hemos dicho esto es equivalente a hallar funciones ¢ : M — R tales que

v(¢)=0. (1.34)

Sea xg € M. Si v|, # 0 entonces existe & tal que &'(zo) # 0. Sean
Wi, .., wm € Q(M) tales que en coordenadas locales

Como &4(zg) # 0, las formas diferenciales wy,...,w,, son linealmente inde-
pendientes. Ademds si w; = df; para alguna funcién f; : M — R entonces

% = ¢, ngj_ =&y v(fy) = dfj(v) = ¢ — ¢ = 0. Por lo tanto las
fj son los m — 1 invariantes funcionalmente independientes garantizados por el
teorema 1.29.

Ahora sea o : R — M la curva integral de v. Entonces como las f;’s son

invariantes f; o o = c¢. Consideremos ahora el siguiente diagrama:

d.
RQETMLRQ

ok i (1.36)

RaMfJ

Como (fj o @) = ¢, entonces d(f; o ) = 0 = df; o da. Sin embargo df; =
fidxj — fjdxj de donde

0=d(fjoa)=(dr; — &dx;)da = (£ o a)dr; o da — (&7 o a)dx; o da
lo que finalmente nos lleva a que

drjoda  dx;odo o
Gioa ~ foa ,7=1,...,m. (1.37)

En la préctica la ecuacién (1.37) nos dice que para hallar los invariantes

(1,...,C¢n_1 hay que resolver el sistema de ecuaciones
dzry dx,

Ejemplo 1.31. Consideremos el grupo de rotaciones SO(2). Su campo vectorial
asociado es

Por lo tanto de la ecuacién (1.38) para hallar sus invariantes hay que resolver
la ecuacién

der dy

_y - xX '
Esta ecuacién diferencial la podemos resolver facilmente, sus soluciones son
z2 + y? = ¢ donde ¢ es una constante arbitraria.
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Ejemplo 1.32. Consideremos el campo vectorial

v = —y%—kx%—k(l—&-f)%
definido en R3. Como v no se anula en ningtin lado deben existir dos invariantes
funcionalmente independientes de la acciéon del grupo generado por v. Del
ejemplo anterior uno de estos invariantes es el radio r = y/x2 + y2. Para hallar
al otro invariante, obsérvese que r es una constante para cualquier solucién del
sistema, por lo tanto podemos sustituir  por y/72 — y2. Esto nos da la ecuacién

dy _dz
R T4 2

que tiene solucién
Yy
arcsen = = arctan z + k
r

donde k es una constante arbitraria. Por lo tanto

y Y
arctan z — arcsen — = arctan z — arctan =
T x

es el segundo invariante de v. Podemos simplificar la expresién anterior al tomar
el tangente de este invariante, en este caso

Tz —
r=Vaiey? y (=Y

Yz +x

forman un conjunto completo de invariantes funcionalmente independientes.

Ahora supongamos que los campos vectoriales vy, = > ¢! a?civ con k =
1,...,r, definidos en una variedad M forman un &dlgebra de Lie y que el sis-

tema es de rango méaximo. Entonces este sistema debe tener m — r invariantes
funcionalmente independientes. EIl método para hallar estos invariantes es el
siguiente.
Sean (3, ...,(n los m — 1 invariantes funcionalmente independientes de vy
y sea (y tal que
vi(G) = 1.

Para hallar a {; basta definir
0 0
W= ;gl ot - ai:g

en este caso el sistema caracteristico es

dry _dzy,, dy

SO L
Al observar el sistema caracteristico observamos que debe existir una solucién
de la forma x(z1,...,%m) — y = ¢. Si tomamos (; = x obtenemos el resultado

deseado.
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Observemos que ¢ = ({1,...,(n) es una reparametrizacién de la variedad
M. Por lo tanto podemos reescribir vi,..., vy en términos de (3,...,(n. En
estas coordenadas vi = 0%1' Sea

3
V% [Vlv V2 8@ Z 52 6(: Z 8@‘? 8(:

y definamos

alel o
Vl [Vh Vl 1] — 2 Y
S ; a¢t G

Como los campos vectoriales v generan un algebra de Lie, existe un s € N tal
que

S
Vi = g v+ Avy donde v = vy

j=0
y Vi,Vao,... ,vgfl son linealmente independientes. La 1ltima ecuacién nos dice
que
9°€5 g3 .
y sii#1 (1.39)
G Z; aci
y
0° 0’
852 Z A '52 . (1.40)
Cl j=0 aCl
Sean 11, ...,15 las s soluciones linealmente independientes de la ecuacién dife-

rencial lineal (1.39). Entonces existen funciones fZJ tales que

&(Creiln) = Z%@ (CorenevCn)  sii#1

&G Gn) =D () (G )+ 9(Gr)

Jj=1
donde 1 es una solucién de la ecuacién no homogénea (1.40). Estas ecuaciones
nos dicen que

vi= (LUl + 00
=1 !

5 0
+(;wjf5)%
+
(0 a{ :

Jj=1
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Sea N la variedad integral de la distribucién generada por vy, ..., vy sea

H= {(613C27 .. 'aCn) ‘ CAl estd ﬁJO}

Entonces como N y H se intersectan transversalmente, debido a que H no
tiene componente en la direccién de ¢;, N’ = N N H es una variedad y ademds
Vo,. .. ,V§_1 son linealmente independientes en cualquier punto p € N’ y sus
proyeciones sobre T, N’ generan a todo 7, N’. Por lo tanto los campo vectoriales

generan una distribucién completamente integrable, cuya variedad integral es
N’ y por lo tanto esta distribucién es involutiva. Sean

L0
ujzgff%

Como vo, ... ,\73_1 son linealmente independientes podemos escribir las uy’s en
términos de los v5’s, por lo tanto las v4’s y las uy generan el mismo espacio de
donde concluimos que los invariantes simultaneos de vy, vo,... ,V;_l son inva-
riantes simultdneos de vy, Va,..., V5" ! continuando con este proceso podemos

hallar los invariantes Simultéuneos de vi,...,v,.






Capitulo 2

Grupos de Lie y Ecuaciones
Diferenciales

El grupo de simetria de un sistema de ecuaciones diferenciales es el grupo mas
grande que actia en el espacio de las variables dependientes e independientes
con la propiedad de que manda soluciones del sistema en soluciones del sistema.
La manera en que este grupo actia sobre las funciones es actuando sobre sus
graficas.

En el capitulo anterior vimos como encontrar los invariantes de la accién
de un grupo local de transformaciones. Para hallar el grupo de simetria de un
sistema de ecuaciones diferenciales debemos proceder al reves: dado el sistema
de ecuaciones diferenciales debemos hallar el grupo mas grande que preserva al
sistema.

Para lograr esto necesitaremos saber como prolongarla accién del grupo para
que actie no solo en las variables independientes y dependientes sino también
en las derivadas de estas. Una vez que se conoce como prolongar la accién del
grupo y sus campos vectoriales asociados podemos usar esta informacién para
calcular el grupo de simetria de un sistema de ecuaciones diferenciales.

2.1. Accion de Grupos Locales sobre Funciones

Sean X = RP con coordenadas x = (z1,...,%,), U = R? con coorde-
nadas u = (u',...,u?) y G un grupo local de transformaciones que actia
en un subconjunto abierto M C X x U. Para definir la accion de G so-
bre una funcién f : Q@ C X — U nos fijamos primero en la gréifica de f,
I'y ={(z,f(x)) | z € Q} C X x U, donde Q es el dominio de definicién de
f. Si My es el dominio de definicién de g € G y I'y C M, podemos definir la
transfomacién g - I'y de I'y por g mediante,

g'rf :{(i'va) :g~(a:,u) | (JJ,U) Erf}'

29
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El conjunto g-I'y no es necesariamente la grafica de otra funcién univaluada, sin
embargo, como G actiia de manera suave y e-I'y = I'y, entonces, por el teorema

de la funcién implicita, existe una vecindad G de la identidad tal que Vg € G
existe una funcién f tal que g - T 5 =T';. Escribimos f=g-fyllamamos a la

funcién f la transformada de f por g.
Sea f = g- f y supongamos que la trasformacién g estd dada en coordenadas
locales por

(j7ﬁ) =g- (SL', u) = (\I/g((E,’LL), (I)g({E,’LL))
con ¥ , ®, funciones suaves. Entonces la grafica Ii=g-Tydeg- f esta dada
paramétricamente por las ecuaciones

(2.1)

Pero sabemos que ¥, o (id x f) = id, por lo tanto si g estd suficientemente cerca
de la identidad la funcién ¥4 o (id x f) es invertible, de donde

r=[W,o(id x f)]"1(%).
Usando esto en el sistema de ecuaciones (2.1) nos queda

g-f = [@,0(id x f)] o [T, o (id x f)] . (2.2)

Ejemplo 2.1. Consideremos la ecuacién de la recta f(x) = mx + b y conside-
remos la accion de G sobre esta funcién cuando

1. G es el grupo de rotaciones en R2. En este caso

T =Uy(x, f(x)) = xcosh + (mx + b) sen = z(cosl + msen ) + bsen §
g=Pg(x, f(x) = —zsend + (mx + b) cosd = x(mcos — send) + bcos b

Uy o (id x f) es invertible excepto cuando cos@ + msenf = 0; es decir,

cuando m = —cosf/senf = tan(w/2 — 0), o sea cuando la accién del
grupo transforma a la gréfica de f en una recta vertical. En los deméds
casos ~

T —bsenf

oo (id x f)_l(j) B cosf + msenf

de donde

§=®go(id x f) o [Wgo (id x )] *(7)
— M(mcos@ —sen6) + bcos b
cos + msenf

m cos § — sen 6 +beo 6’(COSG—i—msenG) ene(mCOSH—sene)

( )

_ (mcosf — senf) LB MSNT) _ psen grrcost =St
(cos + msenb) (cosf + msend) (cos@ + msend)
( )
( )

%31

b
cos@—i—msen@

mcosf —send

p— 2.
cosf +msenf (2.3)
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La ecuacién (2.3) es nuevamente la ecuacién de una recta, es decir, G
transforma rectas en rectas.

2. G es el grupo de transformaciones de escala en R?. En este caso

por lo tanto, ¥y o (id x f) es invertible excepto cuando A = 0. Por tanto

sSiA#£0
[Wyo(id x f)]7'(&) =
de donde

§=>®y0(id x f)o[Tyo (id x £)]71(z) = A(m§ +b) = mi + b

lo que nos dice que en este caso G también transforma rectas en rectas.
3. G es el grupo de traslaciones con respecto al eje z. En este caso
rT=x-+c
y =mx + b.
De estas ecuaciones podemos concluir inmediatamente que
g=m(Z —c)+b=mZ+b—mc,
que nuevamente es la ecuacion de una recta.

4. G es el grupo de traslaciones con respecto al eje y. Al igual que en el caso
anterior, es facil ver que la funcién transformada estd dada por

y=mi+b+c
que es la ecuacién de una recta.

Ya con estos conceptos podemos dar una definicién formal de lo que es un
grupo de simetria de un sistema de ecuaciones diferenciales.

Definicién 2.2. Sea £ un sistema de ecuaciones diferenciales. Un grupo de
simetria del sistema L es un grupo local de transformaciones G' que actia en un
conjunto abierto M del espacio de variables independientes y dependientes del
sistema con la propiedad de que siempre que v = f(z) es una solucién de L, y
siempre que g - f esté definida para g € G, entonces u = (g - f)(x) también es
una solucién del sistema.

En el resto del capitulo estudiaremos como encontrar el grupo de simetria
de un sistema de ecuaciones diferenciales dado.
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2.2. Prolongacion

Para calcular el grupo de simetria de una ecuacion diferencial necesitaremos
saber como prolongar la accién de un grupo local de transformaciones que actia
en el espacio de las variables independientes y dependientes para que también
actue sobre las derivadas de estas. El espacio de las variables independientes,
dependientes y sus derivadas se conoce como el espacio jet y su estudio es
sumamente importante para entender a las ecuaciones diferenciales desde un
punto de vista geométrico.

Dada una funcién suave f(z) = f(z1,...,xp) con valores en R de p variables
independientes, denotaremos por

dsf(x) = 0/ (@)

O, - - Oy,

__(p+k—-1

derivadas parciales de orden k de f, donde J = (j1,...,jk) es una k-tupla de
enteros donde no importa el orden, con entradas 1 < j5; < p que indican cuales
derivadas estan siendo tomadas. El orden del multi-indice se define por #J := k
e indica cuantas derivadas estamos tomando.

Ahora, si f : X — U es una funcién suave de X ~ RP a U ~ RY, y
u= f(x)=(f(x),..., fi(x)), denotaremos por

ug =05 f*(x)

a las

a las gpy, derivadas de orden k de las componentes de f en el punto . Sea Uy :=
R9P* el espacio euclideano con coordenadas US', a = 1,...q, J = (j1,---,jk),
1<ji<kyseaU™ =UxU; x---xU,. Entonces la dimensién de U™
estd dada por:

+n
q+qp1+~~~+qpn—q(pn )-qp(”)

pEny _ (n)
()=

Un punto en U™ se denotard por (™, asf que (™ tendra gp(™ componentes
distintas u¢.

Dada una funcién suave u = f(x), f: X — U, existe una funcién inducida
u™ = pr(® f(z), llamada la n-ésima prolongacién de f que se define por las
ecuaciones

donde

ug = 95 f%(x).

Asi pr(™ f es una funcién de X al espacio U™, y para cada z € X, pr(™ f(z) es
un vector cuyas gp(™ entradas representan los valores de f y todas sus derivadas
hasta orden n en el punto .
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El espacio X x U™ es llamado el espacio jet de orden n del espacio base
X xU. Si M C X xU es un subconjunto abierto denotaremos por

M = M x Uy x---x U,

al n-ésimo espacio jet de M. Si u = f(x) es una funcién cuya gréfica estd con-
tenida en M, entonces la grafica de pr(™ f(z) cae en M ™.

2.3. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Dado un sistema £ de ecuaciones diferenciales de orden n, con p variables
independientes y ¢ variables dependientes lo podemos representar como un sis-
tema de ecuaciones

Ay (z,u™) =0 v=1,...,1
del n-ésimo espacio jet a R!. Si las funciones
Az, u™) = (Ay(z,u™), ..., Az, u™))

son suaves, entonces A se puede ver como una funcién suave del espacio jet
X xUM™ aR

A: X xU™ - RE

Si el cero es un valor regular de esta funcién entonces el conjunto
La{(z,u™) | A(z,u™) =0} c X x U™,

es una subvariedad en el espacio jet. Bajo este punto de vista, una solucién del
sistema de ecuaciones diferenciales dado es una funcién suave u = f(x) tal que

Al,(x,pr(")f(x)):O v=1,...,1

siempre que x esté en el dominio de f, esto es equivalente a que la grafica de
la prolongacién pr(™ f (z) esté completamente contenida en la subvariedad £a
determinada por el sistema, es decir.

I§” = {(apr (@)} € £a = {A(z,u™) =0},

De esta manera le hemos asociado a un sistema £ de ecuaciones diferenciales
una variedad LA contenida en el espacio jet. Una vez que ya contamos con
esta variedad podemos usar las técnicas desarrolladas en el capitulo anterior
para encontrar el grupo que preserva a esta variedad. Este grupo serd muy
importante mas adelante, ya que nos ayudara a encontrar el grupo de simetria
de un sistema de ecuaciones diferenciales dado.
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2.4. Prolongacion de Acciones de Grupos

Sea G un grupo local de transformaciones que actia en un subconjunto
abierto M C X x U del espacio de variables independientes y dependientes.
Podemos definir una accién local de G en el n-ésimo espacio jet M| llamada
la n-ésima prolongacion de G, de la sig. manera: Dado un punto (z, u(()")) en
M tomamos una funcién U = f(x) tal que

u(()n) - pr(n) f(zo) ie. uGy=0sf"(o).

Esta funcién siempre existe, por ejemplo la funcion

ua
fex) = Z J'O (z — x0)”, a=1,...,q, (2.4)
-~ J!
donde (z — z9)” = (z* —al!) .- (@i — 2l y J = (G1s--+,Jp), donde 7; es el

numero de ji’s iguales a i, cumple las condiciones pedidas. Si g € G se encuentra
suficientemente cerca de la identidad, entonces la funcién transformada g - f
estd definida en una vecindad del punto correspondiente (Zg, @p) = g - (o, uo)-
Definimos ahora la accién local de G en M) de la sig. manera:

(n) (n)

M. (o, uy ') = (Zo, Ty )

pr
donde

a5 = pr™ (g - f)(&0). (2.5)
Es claro de esta definicién que la proyeccién natural 7} : M (") — M®*) donde
ﬂ,’j(m,u(")) = (z,u®), cumple que

i opr™ g = pr) g, k <n. (2.6)

Ejemplo 2.3. Vamos a calcular la segunda prolongacion a las siguientes accio-
nes de grupo:

1. El grupo de rotaciones en R2. Sea (zo,yo0,¥y1,¥y2) € (R2)(2) ~ R* La
funcién ( 2
xT—
f(@) =yo+y1(z —20) + y2%

cumple que

f(zo) = yo, f(xo) =1, [ (o) = ya.

Si tomamos gp € G suficientemente cerca de la identidad podemos definir
una funcién f = g - f. Esta funcién estd dada por

(x — x0)?
2

(v — m9)?

~ T=uwxcosO+ (yo+yi1(x —x0) +yo ) sen
j=F@ con

g=—xsenf + (yo + y1(x — xo) + y2
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Para caclular f/(Z) y f”(i) podemos usar la regla de la cadena, en efecto

f(&) = Dy(id x f) o [Ty(id x f)]7!

de donde
(o) = [@p(id x f)]'[We(id x f)]~1(Z0) 0 cosf — sen 6
0 [To(id x f)]'(x0) y1 senf + cos 6
Yy
(o) = [@o(id x f)]" (20)[Po(id x f)]'(z0)

([Wo(id x f)) (20))?
[@o(id x f)]'(20)[We(id x f)]"(x0)
([Wo(id x f)) (20))?
_ Y2c08 O(yy cos — sen ) — (y1 sen 6 + cos )
(y1 sen 6 + cos )3

Si juntamos todos estos resultados obtenemos que

pr® gg - (w0, Y0, Y1, Y2) = (xo cos 0 + yo sen 0, —zg sen 6 + yo cos 0,

y1 cosf —senf yo(y; cos 20 — sen 20))
y1senf + cosf’  (y;senf + cos )3

2. El grupo de las transformaciones de escala en R2. Sea (x¢,v0,%1,%2) v f
como en el caso anterior. Si tomamos gx € G suficientemente cerca de la
identidad podemos definir una funcién f = g - f, esta funcién estd dada

por
= xx =U,(z, f(z))
j=f(z 1 T —x0)?
o ey A0+ (o = 20) #2550 ) = 0, 0)
(2.7)

de la ecuacion (2.7) vemos que

. & — 70)?

§= F@) = o + i - 30) + 200

de donde

Fa)=un v fla)=2. (2.8)

La escuacién (2.8) nos dice que la segunda prolongacién de G estd dada
por

pr® gy - (20, Y0, y1,y2) = (Azo, Ayo, y1, %2)
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3. El grupo de traslaciones con respecto al eje x. Sean (zg,yo,¥1,%2) ¥ [
como en los casos anteriores. En este caso siempre podemos definir una
funcién f = g - f mediante

T=xv+c= \I’c(xvf(x))

j=f(@) con (x — 1)

¥ =1yo+y1(xr —0) + y2 5 = ®.(z, f())

Fécilmente observamos que
= )2
- - . T—a
() = yo + y1 (& — To) +yz%. (2.9)

=f
De la ecuacién (2.9) podemos calcular la prolongacién de la accién del
grupo, esta es:

y

Pr(g) ge * (20, Y0, Y1,Y2) = (T0 + ¢, Y0, Y1, Y2)

4. El grupo de traslaciones con respecto al eje y. Directamente podemos
observar que

pr® g, - (0, Y0, Y1, Y2) = (T0, Yo + € Y1, Y2)

2.5. Invariancia de Ecuaciones Diferenciales

Recordemos que, dado un sistema de ecuaciones diferenciales £, le podemos
asociar una variedad LA que nos representa al sistema y asociado a esta variedad
tenemos al grupo que preserva a L. En esta seccién veremos la relacién que hay
entre este grupo y el grupo de simetria del sistema de ecuaciones diferenciales.

Definicién 2.4. Sea G un grupo local de transformaciones que actia en un
subconjunto abierto M C X x U y sea A(x, u(™) = 0 un sistema de ecuaciones
diferenciales de grado n definidas sobre M. Se dice que GG preserva el sistema de
ecuaciones diferenciales si la prolongacién de la accién de G deja a L € M
invariante, es decir, si siempre que (z,u(™) € La y siempre que pr(™ g- (z, u(™)
esté definido, se tiene que pr(™ g - (z,u(™) € La.

Teorema 2.5. Sea M wun subconjunto abierto de X x U y supongamos que
A(J:,u(")) = 0 es un sistema de ecuaciones diferenciales de grado n definidas
en M. Si G es un grupo local de trasformaciones que preserva al sistema de
ecuaciones, entonces G es un grupo de simetria del sistema de ecuaciones dife-
renciales.

Dem. Supongamos que u = f(x) es una solucién local de A(z,u(™) = 0,
entonces A(x, pr™ f(z)) = 0 de donde I’;n) = {(z,pr™™ f(x))} C La. Sige G
es tal que g - f esta bien definida, entonces se tiene que

1) = prt™ g (7).

Ahora como L es invariante bajo G, entonces Féﬁ} C LA de donde g - f es
solucién del sistema A. O
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2.6. Prolongacion de Campos Vectoriales

El teorema 2.5 nos dice que para calcular el grupo de simetria de un sistema
de ecuaciones diferenciales dado debemos encontrar el grupo que preserva al
sistema. Para estudiar a este grupo conviene considerar su accién prolongada y
los campos vectoriales generados por esta accion prolongada.

En esta secciéon veremos como prolongar un campo vectorial dado y mas
adelante podremos encontrar la férmula general para prolongar campos vecto-
riales. Esta férmula nos permitird intercambiar el problema de hallar el grupo
de simetria de un sistema de ecuaciones diferenciales dado por el problema de
resolver un sistema de ecuaciones diferenciales lineales parciales.

Definicién 2.6. Sea M C X x U abierto y sea v un campo vectorial en M. La
n-ésima prolongacién de v, denotada por pr(™ v esta definida por:

pr™y (o) = dii . pr™[exp(ev)] - (z,u(™) (2.10)
para todo (x,u(™) e M™),
Es claro de la definiciéon que
drf (pr'™ v) = pr® v kE<n (2.11)

Ejemplo 2.7. Vamos a calcular la segunda prolongacién a los campos vecto-
riales asociados a las siguientes acciones de grupo

1. El grupo de rotaciones en R%. En el ejemeplo 2.3 ya habiamos visto que

pr(Q) go - (20, Y0, Y1,Y2) = (370 cos 6 + yo sen 6, —xq sen d + yo cos o,

y1 cosf —senf ya(y; cos20 — sen 29))
yrsenf +cos@®’  (y;senf + cos )3

de donde

(2 (2

) v|($07y07y17y2) = da 9—0 pr go - (‘TovyanhyQ)

pI‘
= (yo, —z0, —(1 + y1), —3y192)

es decir

0 0 0 0
(2) — _ _ 2 _
br v|(xo,y0,y1,y2) =% o Zo Ay (1 + yl) B 3y1y2 O

2. El grupo de transformaciones de escala en R?. De ejemplo 2.3 sabemos
que

pr® gy -+ (w0, Yo, y1,y2) = (Azo, Ayo, y1, %2)
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de donde
1@ v _ 4 r® gy - (z )= (z 0, —y2)
p (wo,yo,y1,92) — g\ ,\—1p agx 0,Y0,Y1,Y2) = (o, Yo, Y, —¥Y2
es decir o
pr(2) V| _ =205t Yorz— — Y2 —
(z0,Y0,Y1,Y2) ox oy Ys

3. El grupo de traslaciones con respecto al eje . Otra vez usamos el ejem-
plo 2.3 para ver que

pr® g, - (0, Y0, y1,¥2) = (2o + ¢, Yo, Y1, Ya)
de donde

(

d
pr 2) V|(mo,yo7y17y2) - de —0 pr(Z) e - (%0, Y0, Y1, y2) = (1,0,0,0)

es decir

0

(2) - =
pr V|(wo,y0,y17’y2) T Ox

4. El grupo de traslaciones con respecto al eje y. Basandonos en el caso
anterior podemos deducir inmediatamente que
) 0

(2 - =
pr V|($07y07y17y2) - Jy

2.7. Invariancia y Prolongacién de Campos Vec-
toriales

El siguiente teorema es una versién del teorema 1.21 para el caso en el cual
los grupos considerados son grupos de simetria de ecuaciones diferenciales.

Teorema 2.8. Supongamos que
A,,(amu(")):O v=1,...,1,

es un sistema de ecuaciones diferenciales definidas en M C X x U y sea G un
grupo local de transformaciones que actia en M. Si el cero es un valor reqular
de A y

pr™ V[Ay(x,u("))] =0 v=1,...,1, siempre que A(Jc,u(”)) =0
(2.12)
para todo campo vectorial v asociado a la accion de G, entonces G es un grupo
de simetria del sistema.

Dem. La demostracién es inmediata de los teoremas 1.21 y 2.5. O

Usando este teorema observamos que, si encontramos una férmula general
para prolongar campos vectoriales, entonces podemos reducir el problema de en-
contrar el grupo de simetria de un sistema de ecuaciones diferenciales a resolver
el sistema de ecuaciones (2.12).
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2.8. Derivadas Totales

Definicién 2.9. Sea P(z,u™) una funcién suave de z, u y derivadas de u hasta
orden n, definidas en un subconjunto abierto M(") ¢ X x U™ . La derivada
total de P con respecto a x; es la tinica funcién suave D; P(z, u(™ 1)) definida en
M+ v que depende de las derivadas de u hasta orden n+ 1, con la propiedad
de que si u = f(x) es cualquier funcién suave entonces

DiP (e, pr™ ) f(a)) = 2
T

[P(z,prt™ f(x))].

En otras palabras, D; P se obtiene diferenciando P con respecto a x; tomando
a todas las u™’s y a sus derivadas como funciones de z.

Proposicién 2.10. Dado P(z,u™), la i-ésima derivada total de P tiene la
siguiente forma:

oP Zq 3 oP
J

Oz a=1 J
donde, si J = (j1,--., k),

oug Ok F Ly
9. = = 2.14
Ui 8%1 8xi8xj1 . 8xjk ( )

En (2.13) la suma se toma sobre todos los J’s de orden 0 < #J < n, donde n
es la derivada parcial de orden mayor que aparece en P.

Dem. Solamente tenemos que aplicar la regla de la cadena e inducciéon O

2.9. Foérmula General de Prolongacién

En esta seccién enunciaremos y probaremos la formula general de prolonga-
cién.

Teorema 2.11. Sea

5 DL o
V=2 g+ ) dnln g

un campo vectorial definido en un subconjunto abierto M C X x U. La n-ésima
prolongacion de v es el campo vectorial

q
prW v =v+ ZZqSi(x,u(”))% (2.15)
a=1 J J

definido en el espacio jet correspondiente M) X x U™, donde el sequndo
sumando se toma sobre todos los multi-indices J = (j1,...,jk), con 1 < jp <p,
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1 <k <n. Las funciones coeficiente ¢ de pr(™ v estdn dadas por la siguiente
formula:

p P
&7 (x,u™) = D; (% - Ze‘u?> + 3 €, (2.16)
=1 =1

a _ Ou” a _ Ouj
donde ui = Fi—, yuj, = F*.

Dem. Primero probaremos la férmula para las derivadas de primer orden, es
decir el caso n = 1. Sea g. = exp(ev) el grupo uniparamétrico correspondiente
a v cuyas transformaciones tienen la formula

(T,0) = ge - (v,u) = (Ve (z,u), (1)8(3:7“))’

donde sea que estén definidas. Obsérvemos que

. d .
EZ(I’U): 5 Wé(x’u), izl""’p’
de e=0
(2.17)
d
Galz,u) = o 6:0<I>§(gc,u)7 a=1,...,q,

donde Wi, ®% son las componentes de W., ®.. Dado (m,u(l)) e MW, sea
u = f(z) cualquier funcién representante, de manera que u") = pr™ f(z), o de
manera explicita,

af*(x)
u® = fYx uf = .
o) = S
De acuerdo con (2.2), dado un ¢ suficientemente pequeno, la tranformada de f
por el elemento del grupo g. estd bien definida, y estd dada por

u= ]Fs(i) = (gs : f)(‘%) = [q)s o (id X f)] o [\Ils © (id X f)]il(i')

Usando la regla de la cadena, la matriz Jacobiana J f.(z) = (8f%/9i") est4 dada
por:

Jf-(2) = J[@c o (id x f)](2) - [J[P o (id x f)](z)] " (2.18)

(donde quiera que la inversa esté definida), donde hemos usado que
v =[W. o (id x f)]7\(@).

Desarrollando las entradas de la matriz J f.(Z) obtenemos la férmula explicita
para la primera prolongacién pr) g..

Para encontrar el generador infinitesimal pr(Y) v, debemos diferenciar (2.18)
con respecto a € y tomar € = 0. Recordemos que si M (g) es una matriz invertible
que depende de ¢, entonces

4
de

1)) = M) D pr ey,
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También hay que notar que cuando € = 0 se tiene que,

Vo(z, f(2)) =z, @o(x, f(2)) = f(2). (2.19)

Por lo tanto, si I denota a la matriz identidad de p X p,

J[Wpo(idx f)l(z) =1 I[@go (id x f)|(x) = Jf(x).

Ahora diferenciando (2.18) y tomando € = 0, encontramos, usando la regla de
Leibniz, que
d o d d

E| 3@ = | gl tax niw -asw)- )

J[P, o (id x f)](z)

=J[po(id x f)l(z) — If(x) - J[§ o (id x f)](2).

En la segunda igualdad, & = (¢,...,€°)T v ¢ = (¢1,...,94)T son vectores
columna y se hizo uso de (2.17). Las entradas de la matriz de la dltima férmula
nos dan las funciones coeficiente ¢f de % en prMv. Asi, la (a,k)-ésima
entrada es ’

bt (0 = oot )] = 3 G0 Sl o o)

Entonces por definicién de derivada total,

¢k (z,uM)) = Dg[¢a(z,u)] ZDk

= Dy |f@x - Zfzu;"

i=1

(2.20)

+ Zfzugl

i=1

donde u®; = Ou®/dxy0x;. Esto prueba (2.16) para el caso n = 1.

Para probar el teorema en general procederemos por induccién. La clave
consiste en notar que el (n 4 1)-ésimo espacio jet M (n+1) se puede ver como un
subespacio del primer espacio jet (M("))(l) del n-ésimo espacio jet M (). Esto
se puede ver asi porque cada (n + 1)-ésima derivada parcial u§ se puede ver
como una derivada de primer orden de una derivada de orden n.

Con este punto de vista, el paso de induccién que se debe seguir para de-
terminar pr(™ v a partir de pr(®~V v es el que sigue; consideremos a pr(®—1 v
como un campo vectorial en M(»~1) y haciendo uso de la férmula para la pri-
mera prolongacién lo prolongamos a (M (”_1))(1). Luego restringimos el campo
vectorial resultante al subespacio M (™ y esto nos dard la n-ésima prolongacién
pr(™ v. Ahora las nuevas “coodenadas de orden n” en (M"~1)(1) estdn dadas
por u§, = Ouj/Odzy, donde J = (j1,...,jn-1), 1 <k <p,y1<a<g De
acuerdo con (2.20), los coeficientes de 9/ 81@7 x de la primera prolongacién de
pr(»=1 v son

p
Ok = Doy = Y Dyt -l (2.21)
=1
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Ahora sélo falta comprobar que la férmula (2.16) cumple el paso de induccién.
Para hacerlo notemos que de acuerdo a (2.21) y la hipétesis de induccién

p P p
2" = Dy, [Di (% - Zfi“?> * Zfiuii] - ZDkgi U
i1

=1 i=1

p
= DD, (qba - Zf%) +

D
i=1 =

p
(D€" - uf; + &ug ) — Z Dp&" - uj;
i=1

i=1

p P
=DyDy (% - Zfiu?> + Zfiuimv

=1 i=1

donde u§ ;. = 0*u% /0z;0x. Observamos que ¢2* es de la forma (2.16), y por
tanto el paso de induccién estd completo. [

Como una aplicaciéon a la férmula general de prolongacion calcularemos los
invariantes de la segunda prolongacién de los campos vectoriales generados por
los grupos de rotaciones, escalaciones y traslaciones.

Rotaciones. Por el ejemplo 2.7 sabemos que el campo vectorial asociado al
grupo de rotaciones es

-2y 2+(1+ 2)2+3 92
V= y@x x@y 91 dy y1y28y2

Como ya sabemos, para encontrar los invariantes hay que resolver el sistema de

ecuaciones
de. _dy _ dyy _ dys

—y oz 1+ 3y
De la igualdad dx/ — y = dy/z concluimos que 2% + 3% = ¢? por lo tanto
r=+/z2+y?

es un invariante. Por otro lado dy/x = dy;1/(1 + y?) de donde dy/+\/r% — y? =
dy1/(1+y?) lo que nos lleva a que arcsen(y/r) = arctan(y;) — ¢ y por lo tanto

(2.22)

¢ = arctany; — arc sen(g) = arctany; — arctan(g). (2.23)
r x

La Ecuacién (2.23) se puede simplificar considerablemente usando la relacién

tan(a + b) = {2Rattanl i tomamos a (; = tan ¢ observamos que
Yy —
tanc = (7 = Y
T =Y

es una invariante de v. Finalmente dy;/(1 + y?) = dy2/3y1y2 nos dice que
3y1dy1 /(1 + y?) = dya/y2 lo que nos dice que

(14y7)32
Y2

G=

es el tercer invariante.
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Transformaciones de escala. Nuevamente el ejemplo 2.3 nos dice que el
campo vectorial que estamos buscando es

0.0 0
Ox y@y y28y2

V=T

claramente (; = y; es un invariante y los demds invariantes surgen de resolver

el sistema de ecuaciones
dr.  dy  dip

€ Y Y1
que dz/z = dy/y nos dice que

G=ua/y
es un invariante. Finalmente la igualdad dx/x = —dys/y2 nos dice que
C3 = 2y

es el tercer invariante.

Traslaciones con respecto al eje x. El campo vectorial generado por la
segunda prolongacién de la accién del grupo de traslaciones con respecto al eje
x es

1o}
V= oz
claramente
=y
G=u
(3= Yo

son los invariantes.

Traslaciones con respecto al eje y. Andalogamente al ejemplo anterior

_9
-5

A%

es el campo vectorial generado por la segunda prolongacién de la acciéon del
grupo de traslaciones con respecto al eje y y

G==
G =1
(3 =12

son los invariantes.






Capitulo 3

Aplicaciones

En este capitulo veremos algunas aplicaciones de la teoria que hemos desa-
rrollado. Para empezar veremos que la tinica ecuacion preservada por los grupos
de rotaciones, traslaciones y transformaciones de escala de manera simultdnea
es la ecuacién y” = 0 es decir la ecuacién de la recta.

Después calcularemos el grupo de simetria de la ecuacion y” = 0. Este grupo
s6lo estard definido localmente, sin embargo, si extendemos esta accién a RP?
observaremos que esta accién queda globalmente definida.

Finalmente calcularemos el grupo de simetria de la ecuacién del calor y
usaremos las técnicas de integracién de campos vectoriales vistos en el capitulo 1
para calcular sus flujos integrales.

3.1. Ecuaciones preservadas por el grupo de Ro-
taciones, Traslaciones y Transformaciones
de escala

Sea G el grupo de rotaciones, traslaciones y transformaciones de escala en
R? y sea M C R* una subvariedad tal que pr(® G actia semiregularmente en
M. Entonces si

F(xayvylva) =0 (31)

es una ecuacién diferencial tal que pr(®) G' deja invariante a la ecuacién (3.1),
entonces por la proposicién 1.30 existe una ecuacién diferencial F(z,y, y1,y2) =
0 equivalente tal que F es G?) invariante.

Como ya hemos visto anteriormente los campos vectoriales de los grupos de
rotaciones,transformaciones de escala y traslaciones son, respectivamente

0 0 0 0
— +r—+ (1 +y])=— + 312 (3.2)

VT o T oy oy Aya

Vo =2 (3.3)

e oy o,

45
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0
0

Observemos que

1 0 —y T
0 1 T y 1+y2 0 9
= = — 1 .

00 1+yf 0 ’iWWz —yo wpl+on) v (36
0 0 3yiy2 —uye

1 0 —y

01 = |=(@0+9). (3.7)

0 0 1+y?

Por lo tanto pr(® G tiene érbitas 4-dimensionales si ys # 0 y 6rbitas 3-dimensio-
nales si yo = 0.

Ahora si m = (T, Yms (Y1)m, (Y2)m) € M es tal que (y2)m # 0 entonces
la tinica funcién tal que f(m) = f(g-m) para todo g € pr®® G es f = ¢ pero
la funcién F(z,y,y1,y2) = 0 no define niguna ecuacién diferencial, asi la tinica
opcion que queda es que

y2=0 y

H(I7yay1) =0

definan ecuaciones diferenciales invariantes bajo la accién de pr® G. Pero la
tinica funcién tal que H(m) = H(g-m) paratoda g € pr® G, M C {(z,y,v1,0) |
x,y,y1 € R} es H = 0. Por lo tanto la dnica opcién viable que queda es

y2 = 0. (3.8)

El conjunto solucién de la ecuacién (3.8) es efectivamente invariante bajo la
accién de pr(® G. La ecuacién definida por (3.8) es la ecuacién de la recta.

3.2. La Ecuacién 3" =0

: s 4 "o __ ¢ 0 1%}
Consideremos ahora la ecuacién de la recta y” = 0. Sea v = {5 + (;Sa—y un

campo vectorial definido en R?. Entonces, de acuerdo con la férmula general de
prolongacién, se debe tener que

7] 0

0 0
2)y — ¢ I i i
pr'¥) v £8x+¢8y+¢0y1+n8y2

con

P = (‘bz + y1¢y) - yl(fr + ylfy);
N = Ve + 10y + Y2y, — y2(& +116y)
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Ahora la ecuacién 3" = 0 se puede indentificar con la subvariedad del segun-
do espacio jet de R? de los puntos que anulan a la ecuacion A(x,y,y1,%2) = Ya-
De el teorema 2.8, si v es un campo vectorial asociado al grupo de simetria de
la ecuacién y” = 0, entonces

pr(2) V(A(Z,Y,y1,92)) = Yz + Y170y =0 siempre que A(x,y,y1,y2) = 0.
Usando que ya = 0 cuando A(z,y,y1,y2) = 0 obtenemos

oz + Y1 (2¢xy - €;cac) + y%(‘byy - foy) - yfgyy =0,

de donde,
G2z =0, 202y — Eaa =0, Pyy — 28ay =0, yy = 0. (3.9)
La solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales parciales (3.9) es
&= (% +C7)y—|—05332 + e’ + ¢ (3.10)
¢ = (csy +cg)x + %yQ + coy + 3. (3.11)

Por lo tanto los campos vectoriales asociados al grupo de simetria de la ecuacién
y” =0 son

0 2 0 0 0 0

Vi =2TY4— a > Vo =Y, V3 = 7, V4=,
1 y&E Yy dy 2 yﬁy 3 ay 4 Bz
vs=al dayd,  Ve=ad,  Vi=ys,  Vs=Tis.

Los grupos uniparamétricos generados por estos vectores son

T y
Gl(x7y):(17€y717€y) (3.12)
Ga(z,y) = (z,ye) (3.13)
Gs(z,y) = (z,y +¢) (3.14)
Ga(z,y) = (z +¢€,y) (3.15)
Gsey) = (7= 1) (3.16)
Ge(z,y) = (z,y +ex) (3.17)
Gr(z,y) = (z + ey, y) (3.18)
Gs(x,y) = (ze,y) (3.19)

Observemos que los grupos G; y G5 no estan definidos para cualquier e.
Para obtener un grupo global necesitaremos extender R? a una variedad maés
grande. Especificamente extenderemos R2? a RP? y veremos que en el espacio
proyectivo la accién del grupo esté bien definida.

Consideremos el espacio de clases de equivalencia en el grupo SL3(R) mddulo

el subgrupo
o 0
P‘{"‘(ﬂ deta)

a € GLy(R) y Bt € R?}.
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El subgrupo P es el subgrupo que mantiene fija a la recta t — (0,0,¢). Para
describir las clases de equivalencia escribiremos,

(i Z)eSLg(R), con  a€ Mataxa(R); deR; bt € R%

Supondremos que d # 0 y escribimos

a b\ _ [(a b a 0 [ aa+bB8 (deta)"tb
d d )] \c d B (deta)™t ) 7 \ ca+dB (deta)~'d /-
Dado que d # 0, es posible escoger a@ € GL2(R) de tal forma que deta = d.

esto determina « hasta un elemento en SLy(R). También es posible escoger [,
de manera que ca + df =0 y entonces es posible ajustar a para conseguir que,

1
ao+ b = m((det a)a —be)a = 1.

En otras palabras,

a b a v 1 b/d
(c d>N<c’ d'>_<0 1) d#0.
Con las interpretaciones adecuadas (es decir, el 1 que aparece en el primer
renglén y la primera columna de la matriz de la derecha es en ralidad la matriz

identidad 1 € SLy(R) y la entrada b/d que aparece en el primer renglén y la se-

gunda columna es el vector b € R? multiplicado por el escalar d~1 = (det a)~1).
d

. o b
De esta manera parametrizamos las orbitas de los elementos ( i ) de

SL3(R) tales que d # 0. La correspondencia es,

R?3z — Ké f)]eSLB(R).

Queda por saber cuantas clases de equivalencia hay con d = 0. Para contestar

8 ) € SL3(R), entonces

et # 0y b+# 0 como vectores de R%. Por lo tanto, si escribimos

(4 0)-(2 (5w )= (=07 )

entonces podemos elegir o y 3 de tal manera que

. . [ a
esta pregunta hay que observar primero que si ( .

o

0 0
1 ( 0 1 > 70 by
dt = y ad = donde b= .
0 0 1 ba
0 0 be # 0
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En consecuencia,

a b a v x b AeR—{0}
(20 =[C8 0)]=[C2 0] esmmr (e
Es decir, hay tantas clases de equivalencia distintas como rayos en R?, esto es,
como puntos en la recta proyectiva real RP*. Esto demuestra la siguiente,
Proposicion 3.1. Eziste una correspondencia biyectiva,
SLs(R)/P —— R?2URP' ~ RP?.

Con esta identificacién vemos que la accién natural © : SL3(R) x SL3(R)/P —
SL3(R)/P dada por (g, [go]) — ([9g0]) se describe mediante,

1 0 a11r+aisy+bs

a1 aiz by 1 0 = cazfeytd

a21x1az2y 2
az az by |, 01 vy = 0 1 cizteay+d
C1 Co d 0 0 1 0 0 1

En el subconjunto donde cix + coy +d # 0. Cuando ciz + coy +d = 0 la
asignacion es

aip ai2 bl 1 0 =z 1 0 a1 + a2y + bl
a1 ax by |, 01 y = 0 1 ao1x+ azny+b
c1 Co d 0 0 1 0 0 0

Que se interpreta como un punto en RP'. De manera analoga se puede definir
la accién de SL3(R) en los puntos que se identifican con RP'. Al unir estas
férmulas obtenemos un funcién diferenciable ¥ : SL3(R) x RP? — RP?.

Ahora sea

1 0 O 0 0 O

H, = 0o -1 0 |, Hy = 0 1 0

0 0 O 0 0 -1
01 0 0 0 O 0 0 1
FE = 00 0], Ey = 0o o0 1], Es = 0 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 O
F = 10 0 |, Fy = 0 0 0], ;= 0 0 O
0 0 O 0 1 0 1 0 0

la base usual de sl3. Al considerar la accién de SL3(R) en el proyectivo y luego
restringir nuestra atencién a la accién de SL3(R) en el abierto que hemos iden-
tificado con R? observamos que los campos vectoriales en R? correspondientes
a estas matrices son:

VH, zx%—ya%, VH, =$3%+2y8%,
9] 0 0
VE, —yaxv E2767y7 VE5:%7
B o L0 , 0 b
VF .'Ifa 5 VE, = — y% ) 87y7 VH, = —T % — .Tyaiy
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Observemos que estos campos vectoriales son idénticos a los campos vectoriales
generados por la accién del grupo de simetria de la recta en R?. Esta observacién
nos permite extender la accién del grupo de simetria de la recta sobre R? a una
accién de un grupo global sobre todo RP? tal como como habfamos prometido.

3.3. La Ecuacion del Calor
Consideremos la ecuacién de la conduccién del calor en una dimensién
Up = Ugg- (3.20)

En esta ecuacién hay dos variables independientes, x y ¢, y una variable depen-
diente, u. Esta ecuacién es de segundo orden y puede ser identificada con la
subvariedad lineal en X x U(?) de los puntos que anulan a Az, t, u(z)) = Up—Ugpy.
Sea

0 0 0
V:g("lﬁt,u)%“FT(‘T,t,U)a-FQb((E,t,U)% (321)
un campo vectorial en X x U®). La segunda prolongacién de este campo vec-
torial es
0

? ?
D =V T O g O G T

0
tt_ Y
+ (b 8Utt '

0
= 22
T, (3.22)

De el teorema 2.8, si v es una campo vectorial asociado al grupo de simetria de
la ecuacién del calor, entonces

ot = 9% siempre que Uz, = Ug.
Por la férmula general de prolongacién tenemos que
¢' = b — &t + (Pu — Te)us — Eutipuy — Tyuf
si en esta ecuacién usamos que u; = Uy, cuando A(z,t,u(®)) = 0 nos queda
¢' = b — &t + (Pu — Tt Usa — Eulialy — Tyl . (3.23)

La féormula general de prolongacién también nos dice que
O™ = Gua + (2000 — Eox)le — Toatis + (Puu — 26zu) Uy — 2Teuotis — Eyu il

— Tttty + (Pu — 265 g — 2Txlar — 3Eulalay — Tulplss — 2Tyl Ut
usando otra vez que u; = y, cuando A(x,t, u(2)) = 0 nos queda
" = bar + 200u — Era)lla — Toallzs + (Guu — 280u) Uy — 2ToullaUes — Euutil

— TunlUaUss + (Pu — 260 Uas — 2Tallar — 3EuUslias — Tulls, — 2Tyl

3 2 2
- (2Tzu + 3§u)umu1m - Suuuz - Tuuumuxr - QTzurt - Tuumz - 27—uuxuzt-

(3.24)
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Al igualar ¢* = ¢** nos quedan las siguientes igualdades

Monomio Coeficiente
UgUgt 0=—-27, (a‘)
Ugt 0= 727’.% (b)
u2, —Tu=—Tu (c)
U U 0=—Tuu (d)
Ugx ¢u —Tt= ¢u - 2£z — Tzx (e)
ui 0=—Euu (f)
ui 0= ¢uu - 2£acu (g)
Ug Uy gy _é-u =—2Tgy — 3§u (J)

La solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales parciales dado en la
tabla anterior es

& = dketx + kyx 4 2kst + kq (325)
T = dkgt? + 2kt + ko (3-26)
¢ = (—2ket — kex® — ksx + k3)u + a(z,t) (3.27)

donde « es una solucién cualquiera de la ecuacién del calor. Por lo tanto los
campos vectoriales asociados al grupo de simetria de la ecuacién del calor son

0 0 0
Vi = — Vo = — V3 = U—
' o ST T T ou
T xﬁ + 2tg v 2t —xu
YT 0 T o ) du’
0 0 0
=4t — + 4> — — (2% + 2t)u—— o= t)=—.
Vo = dlagy HalE — (@A 2ug,,  Va=al@ g
Lo flujos integrales de vq, ..., Vg son respectivamente
Gi(x,t,u) = (x + &, t,u), (3.28)
Ga(x,t,u) = (x,t +€,u), (3.29)
Gs(x,t,u) = (x,t,eu), (3.30)
Ga(z,t,u) = (e°z,e*t,u), (3.31)
Gs(z,t,u) = (35—!—2575 t,ue "¢ t) (3.32)
E(E2
Ge(z,t,u) = ( JuV'1 — dete” o158, (3.33)
1-— "1 — 4et
Observemos que el campo vectorial vs ya lo habiamos visto en el ejem-
plo 1.12. Usando la notacion de ese ejemplo u; = Qt%, uy; = —xua%, uz =
[ug,ug] = —QtU%, y ui, Us y ug generan un algebra de Lie. Recordemos que los

grupos generados por uy, g y uz son Hl(x,t,u) = (z + 2¢t,t,u), H2(x,t,u) =
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(w,t,ue %) y H3(x,t,u) = (v,t,uc2") respectivamente. Del ejemplo 1.12
existen funciones suaves f1, fa v f3 tales que f1(0) = f2(0) = f3(0) =0y
2% 3%
G5 = Hyey o Hijoy o Hie
Para encontrar a f1, fo y a f3 observemos que
d * d 1% 2%
205 = Hi e o il o Hil
(u1 +u2)G5 = fi(e )“1Hf1(s) o Hyj (oo Hy,
+f3(e)Hl oy 0 (uz 0 HE () 0 HEY
() H (o 0 H oy © (us 0 Hi)): (3:34)
Al evaluar esta ecuacién en x nos queda

w1 GEx + uaGiw = f1(e)ur(x + 2¢t)

lo cual nos permite obtener la relaciones

file) =1
file)=e+ec.

Pero sabemos que f1(0) = 0 de donde concluimos que ¢ = 0. Si ahora evaluamos
la ecuacién (3.34) en u nos queda

(u1 + u2)Giu = f1(e)u1Giu + fﬁ(g)H}T(g)(UQH]%;(E))ue‘Qh(s)t
+f3( ) fl(E) f2(5)U3(ue 2f3(5)t)

usGu = fo(e) Hpf(oyua(ue™ 2f3(e)t+fa(e))

+ f3() fl(E)Hf2(5)( Qtue2fs(E)tHf2(e)z)

up(ue > BEHLEE20Y — pr) fle [(—gu)e2s@H0)

+ () HE ) (—2tue™ 2Ot ()
_xue*2f3(e)t+f2(e)(w+25t) _ —(CE n 25t)f2(5)u@*2f3(5)t+f2(e)z
—Zthé(6)672f3(5)t+f2(€)z
pue R _ o1 (o= 2 sV | g f1 (o) 2s(@)iHfa()z
+ 2tuf§(5)e_2f3(€)t+f2(€)w
De esta tdltima ecuacién obtenemos que fi(e) = 1y que —efj(e) = fi(e), de
estas dos ecuaciones concluimos que fa(e) = ¢y que f3(e) = _52/2. Usando
estos resultados llegamos a que
* L 2% 3%
Goo = Hfl(e)Hf2(5)Hf3(s)z =z + 2¢et
1% 3% o
G5 H (E)HfZ(E)Hfs(E)t*t

—ex—e2t

* 3x _
G5U Hf1(8)Hf2(E)Hf3(E)u_ue



3.3. LA ECUACION DEL CALOR

Lo que finalmente nos lleva a que
Gs(z,t,u) = (v + 2¢t, t, ue_gt_EQt).

tal como habiamos observado anteriormente.
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